Em seu projeto vocé teve que avaliar integrais do tipo {@;, f) com splines lineares do tipo funcgdes chapéu @;. Seja

3/4
di(r) =4z — lem ]: 1} egi(r) =3 drem [%g .Dada afungdo f(z) = x{avalie[ @i (x)f(z) dz pelo métoda

de n— Trapézios, comn = 2 e n = 4. Utilize estes valores para aproximar 2 integral pelo método de 2 Simpson (h = 1/8).
Estime os erros cometidos com 4 Trapézios e 2 Simpson.

Dadas as férmulas do Erro no método de n— trapézios:

2
Er= f”[:}% para algum z em [a, b

E o erro no método de n— Simpson:

REF) (2)(b — a)

180 = para algum z em [a, b

& Esconder resposta

Para esse exercicio, precisamos calcular a integral:

Elef =

/ " (@) f(a) do
1

4

através do método dos trapézios quandon = 2 e n = 4; e depois utilizar os resultados para refinar a solugdo através do
método de Simpson.

Para isso, precisamos definir alguns pontos da fungdo a fim de aplicar os métodos.

Vamos comecar descrevendo a fungdo a serintegrada. Primeiro por ¢ {x_], temos:

] b

J-dz gz

4i(z) = {“ L 3ses

. 13
Como teremos que calcular a integral pelo método dos trapézios com n = 4, vamos dividir nosso intervalo 171 em 4

partes.

Podemeos plotar um grafico dessa fungdo com o intervalo dividido e os respectivos valores de o[z}, & teremos:
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Essa ainda ndo € a fungdo que iremos integrar, pois falta multiplicar per f(z) = x%, Assim, vamos chamar:



glz) = ¢i(z) - 2*

WVamos encontrar s valores de g(x) para os pontos do grafice:

1 1\?
1(4)=0(4) =0
3¢ oy i
(g) = o= 10,0263
1 1
() (3 4w
Y _ 1 (5 _ 125 _ o oo
9(8)‘9 (8) T 1024 T O
3 3y ¢
o(g)=0-(3) -0

Pra facilitar a visualizagdo, podemaos colocar todos os dados em uma tabela:

L=
—
ool e
R

Il
=1

x 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4
g(x) 0 0,02637 0,125 0,12207 0

Agora o problema estd bem mais simples, j& que s6 basta aplicar os métodaos numéricos.

Ty(g) = 2" (5' G) _29(%) _g(%))

Frimeiro para 2 Trapézios:

Substituindo os valores:

Th(g) = 55r (0+2-0,125 - 0) =

= ro

_ 2 1
= Ti(g) = 5+ 5 = 33 = 0,08125

Agora vamaos realizar o processo de nove para 4 Trapézios:

i =5 (o(3) <20 (§) +20(3) +20(5) +4(3))

[l =

Substituindo os valores:

3

. 3_1 o7 1 125
. _1i"1 T, D)
Lilgl= %573 (“_2 021 T2 7Y o D)i‘

, 2 271284195
=Tulg) = 44 ( 1024 )
1 280 35
=Ti(g) = 3 TPi- 101~ 0,034179688

O préximo passo & encantrar a integral a partir do métado de 2 Simpson, mas o enunciado nos pede para utilizar os

valores obtidos pelos metddos do trapézio para encontrar a integral.



Temos que:
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Além disso, a férmula do método de 2 Simpson &

5093 (o (2) - () - (3) -6(3) ()

Precisamos de alguma combinacdo das duas primeiras equagdes que resulte na terceira:
Sa(g) =z -Ty(g) +y- Talg)
Primeiramente, para igualar os denominadores (dem Tb, 8 em Ty & 12 em S5}, podemos assumir que:
2 1
r= 3 ey = 3
Porém, as somas n3o seriam iguais, poisteriamos:

T T 3Tl = 5~ (2 (3) +10(5) ~ 00 (5) ~ 10 (5) =30 (3) ) # 8210

Assim, um dos dois termos precisa ser negativo. Esse deve ser g, pois T4 (g) possui termos que ndo serdo cancelados par
T2(g) e que precisam ser positivos. Outro chute, portanto &

2 1
r=gey= -3

3
_ I : 1 ; o

Novamente, essa ndo € a combinagdo correta, pois dessa vez cancelaremos g 1) Para impedir isso, dobramos =z, para

termos:

_4 B 1
z—gey— 3

Dessa vez a combinacio resulta exatamente em S2(g). Logo:

$i(g) = 3Tslg) - 5Ta(s)

Observacdo: A expressdo acima representa o comeco do método de Romberg.

Caleulando o valor de Sa(g):

Sa(g) = %-0.034179888 % -0,03125 = 0,03515625

Conseguimos encontrar todas as integrais pedidas no enunciadoe. Vamos agora estimar o erro para s integrais por
4 Trapézios e 2 Simpson.

0 enunciado nos da as formulas do erro, que sdo:

2
E.r = f"'(;}{b 1g)h para algum = em [a, b]



h-lfll‘:".{:][.b
180

9) para algum z em [a, b

EI!.'E' =

Precisamos da quarta derivada da nossa funcio, lembrando que ¢la € dada por:

S HCE D AT e
M”_{w tz)a® L<z<d

Realizando a multiplicagdo (para facilitar o calcule das derivadas):

a1t lerad
9(z) = I 4t Tlr{;'rfi%

Realizando a primeira derivada:

. 1625 322 l<gp<
ﬂﬂ={ H

1
<

T

0r? -~ 162% F << 3

HH T 3'--I*\-\j

Derivando novamente:

Q”I:.r}: 482° — 6z -l R ;
18z 4827 J<z<i
Derivando pela terceira vez:
9%z -6 l<z<]
" 4 2
r) = :
() {]8 96z l<z<d

Por fim, para a quarta derivada temos:

el a6 If';rx}
g(”_{ 06 j<z<)

WVamos comecar calculando o erro do método 4 Trapézios:

_ pue D a]hi
EHT = f [”} 12

Definindo h:

Mas nossz funcdo € definida por partes, entdo precisamos analisar cada uma destas:

1 1
I, Lado esquerdo: b — a = I-1

=1

o 31 1
II. Lado direito: b a_z 7771

Assim, o médulo do erro do método de 4 Trapézios € o mddulo da soma dos erros ao se considerar os dois trapézios na
esquerda, ¢ dois na direita:

Eir| = | Bo7 esqg + Eor air



Utilizando a formula e substituindo os valores conhecidos:

2

135

" " 1
= |Eyr| = | EQ‘ [:e'.l.'q':] ) L::d'i'r_]}' 3072

(9" (zesg ) + 9" (2air )
302

='».E'_]r=

Eyr| = (g’ '{:esqé‘]—?g' (zair )

=

Para escolher o valor de z, precisamos verificar como se comporta a funcio g” (). Vamos deriva-la para analisar os
intervalos de crescimento e decrescimento:

(962 6 lr.mé

(g")'(x) = {
1
l O6x + 18 E*‘-‘.Ixz

Igualando cada termo a :

[

1
06z ﬁ—ﬂ—;x—ﬁ\} 'IE

| et

:| = sempre crescente

v

13
7 [— —] = sempre decrescente

3{
16~ |27 4

iz + 18 =0=z =

Sabendo disso, vamos escolher os valores que resultem no maior valor possivel. O primeiro intervalo tem segunda derivada
crescente e positiva, entdo tomamaes o extreme direito (1/2):

o) -+()-

Precisamos escolher o valor do segundo intervalo (decrescente). A segunda derivada, nesse trecho, € sempre negativa e
decrescente. Por isso, precisamos do menor valor que o segundo intervalo pode assumir. Escolhendo o extremo esquerdo

(1/2):

Substituindo na férmula do erro:

(9+(-3)

Bl ="

= 0,001953

Agora vamos encontrar o erro para o método de 2 Simpson, cuja farmula &

B h*f"-:':'l[::_][b &}
E.s = T
Dessa vez i € o valor de meia célula, ent3o:
3 1
polte_ 1 41
In 2.2 ]



Vamos separar novamente as partes esquerda e direita:

I. Lado esquerdoc b — a = 3 % = %
Il Lado direito: b — a = % % = %
E teremos:
E.s = 3£ (zeng)(b — @) | —h*F0) (2air ) (b — a)
180 180
) (5)
Ens = —(fU") (2esg) + f1) (2ar)) - 5 T80 4

Dessa vez estz mais simples, ja que 2 quarta derivada & uma constante, entio:

s

o NONEE
g = {'_]ﬁ—( gﬁ”T—D

Resposta esperada: 2 Trapézios: 0, 03125; 4— Trapézios: 0, 0341 79688; 2— Simpson: 0, 03515625; Erro
4 —Trapézios: 0,001953; Erro 2—Simpson: 0.



Aproxime a funcdo f(t) = e* + e ¥ por um polindmio de grau menorou igual a trés em |0, 5; 0, 5] segundo o método de
0.5

minimos quadrados em relacdo ao produto interno (f. g) = f flx)g(x) dz, fazendo uso dos seguintes polinémios que
05

s3o ortogonaisem [ 1, 1].

Dados:

Polindmios ortogonais: py = 13y = o3 pp = 7

| =
i_j
Il
L]
|

Produtos internos: (po, po) = 2; (pr.pr) = 2/3; (po,po) = 8/45; (p3. p3) = 8/175.

& Esconder resposta

* no intervalo [-0,5:0,3] par um polindmio de grau 3, usando polindmios

Queremos aproximar a fungdo f(t) = e e
crtagonais.

Mo entanto, os polindmios ortogonais fornecidos sdo definidos no intervalo [~ 1,1].

A primeira coisa que precisamos fazer & realizar uma mudanca de varidvel parz transformar o intervale [0, 5;0,5] em
1.1].

0 intervala j& estd simétrico, e perceba que t & exatamente metade de z, logo:

Assim:

Mote que essa funcdo épar (pois f(-x) = e © — e = flx)).

Como estamos aproximandoe 2 fungao por um pelindmio de grau 3, iremos utilizar os quatro primeiros polinémios
ortogonais. Assim:

plz) = aopo(z) + a1p (2) + aepe(z) + azps(z)

p[z)=a0-1+a1-£—ag-(x5 %)—ag-(x:* 37'1)

Para encontrar os coeficientes, basta resolver o sistema normal, dado por:

(po.po) (o) (po,pe ) (po.pa w Pﬂ [ =;f iy ]
I ::PI!P':J ::P]'-p]: ::P]-.P'E::' '::p'.'pS::' | | 551 | — | ::f.P]::' |

(pr.p) (p.m) (pe,p2) (po.ps)| |a2 {fipa)

{ps.po) (P, pa.p2)  (p3.ps Z:-J Laa J [ (fira }J

Mas como os polindmios dados sdo ortogonais no intervale |1, 1], todos os produtos fora da diagonal principal s3o nules,
deixando nosso sistema como:



)+ T 0 0 (f.op)
o e 3R
p2.pa) ag {(f.pa)
l 0 0 pﬂp {pa.pa}J Lasj [fff-ia}J

0 enunciado j& nos forneceu os valores dos produtos internos dos polinémios ortogonais, entdo:

Bos o 0 ][] i

0
0 —

0 0 845 0 | Jaa|  [{f.p2)

lu 0 0 s;‘nsJ LISJ {:f_]".pa}J

Pela multiplicacdo matricial, temos que:

\fipo), - fip) (f,
g 0 2/3 8/

2 {f.p3)
4

= $B = 8175

=5 ]

3 @n =
Precizamos encontrar os produtos internos restantes. O primeiro é dado por:
1
(f.po) = f (¢ +e%)-1de
1

Reszolvendo a integral:

Vamos para a proxima integral:
1
(o) = [ (e ven) nde
1

Aqui, temos a integral da multiplicacdo de uma fungdo par (e* — e 7 ) por uma fungdo impar (z), o que resulta em uma
fungao impar. Como estamos em um intervalo simétrico [ 1, 1], a integral tem resultado nulo. Logo:

fap) =10

Seguindo com as integrais, temos:

tm = [ (Erer) (2o g) de=

Tirando a constante:

et +e T

1
::jf,p;_.f:-:f 2 (e" + e %) Tdr
1



Dividindo em trés integrais:

1 1 1 2, .z
(fipe) = f rletdr + f rle *dr f %dr
I I ]

ey ’l ey "l g -

T i 11
Comecando pelaintegral I11:
f1 e +e T e e 2¢ 2
dr = =
1 3 3 i 3 3e

Agoravamos para a integral I:

1
[ rletdr
1

Para resolver essa integral, utilizamos integral por partes, dada por:
b " b
[ f@) @)= @@l - [ ola)f @z
i i
Entdo, pelaintegracdo por partes, podemos escrever:
1

1
[n] [n]
f o etdr = I‘ET!
-1

1

1
Ef ze'dr
1

Precisamaos integrar por partes novamente:

o, 1
f re*dr = (e ) 2 [re"
1 e

1

f- e"dr]
1 1

Resolvendo, temos:

[ (o) 2l ()

1
:'\f rlefdr = e

Ainda precisamos calcular a integral I, Fazendo os mesmos passos que a integral anterior, chegamos em:

C @
f e "dr=e
1

Com isso, temos gue:

) 1 ) 1 5 1 g 4 g T
fop) = f I'e"dr+f rre dr f 9 dx
1 1 1

rl

.

I I I



Il (R 392 15 ~ 392 15 QEQ ) B 432 — 28
Jipz) = T - 5

Por fim, vamos para o ultimo produto interno:

-:ff.paj:zf1 (" + ¢ ‘")-(:ﬂ3 3?3‘) dx

Mais uma vez, temes a multiplicagdo de uma funcdo par (e* + e 7 por func@es impares (27 e z). Assim, o resultado da

integral &:
fipz) =0
Assim, substituindo nas expressdes dos coeficientes:
2[62 1) ,
) f.m _ E _ er —1 _
ag = = 5 = = 12,350
_ Wfom) - 0 -
“=S353 ~gg "
41e? 28
_ if.pe 3¢ _ 46 fde 28N 45 se TN L
2= 545 8 /45 8 (3 33) T2 (3 3&) =1,013
f-.PS:' 0 —
9= §N75 BT

Substituindo todos os dados no polinémio:
plz) = appo(z) + a1pr(x) + aepe () + azps(z)
Ficamos com:

plz) =2,350. 1+ 1,073 (J.e ;)

Mas o polinémio ainda esti em funcio de z, precisames voltar para a variavel i

Substituindo:

p(t) = 2.350 - 1+ 1,073 ({gﬂe %)

p(t) = 1,002 + 4,202¢
Observacio: A funcioe” — e @ éjgual ao dobro da funcio cosh(r) (cosseno hiperbdlico de x). Essa igualdade ndo é
facilmente percebida, mas algumas integrais sdo resolvidas com maior facilidade nesta forma, pois (cosh(z))" = sinh(z) e

(sinh(z))" = cosh(zx].

Resposta esperada: p(t) = 1,992 + 4,292¢2



Considers 2 equacdo diferencial 2" (t) — 4z(f) = 0, com condicdes iniciais z(0) = 2 e z'(0) = 0, cuja solugdo exata &
z(t) = e + e ¥,

v

Escreva a equacdo como um sistema de EDO's de primeira ordem nas varidveis z(t) e y(t) = z'(t) e utilize 0 método de
Euler com passo b = 0. 25 para aproximar a solugdo emt = 0, 5.

Faca o mesmo com 0 métode de Euler Modificade com passe h = 0, 5. Compare os resultados obtidos com o valorda

solugdo exata.
& Esconder resposta

O enunciado nos dd uma equacio diferencial e suas condigbes iniciais:

" 4z =10
r(ly=2ez"(0)=10

Utilizando a mudanga de varidvel proposta no enunciade:

Assim:

Com as condi¢es iniciais: z(0) = 2ey(0) = 0.

WVamos agora aplicar o método de Euler, que é dado por:

Tipy1 = I — h- F]{-T:':yl'-f:'_]
Vi1 =i +h-Fozi, ui. i)

-
)

Onde, no nosso caso: Fr,y,t) = ( iz

) pela mudanga de varidvel gue realizamos.

Wamos comecar o processo do método. Queremos chegar em z(0, 5) com um passo de h = 0. 25. Ent3o, teremos duas
iteracdes, onde a primeira &:

z(0,25) =2y = 20+ 0,25 F1(2,0,0)
y(0,25) = =y +0,25- F(2,0,0)

2(0,25) =2, =2+0,25-0  [2(0,25) =z, =2
¥(0,25) =9y =0+0,25-4-2 ~ | y(0,25) =y, =2

Paraa préxima itera:;éo, temaos:

2(0,5) = 23 = 2, + 0,25 - F,(2,2, 0,25)
y(0,5) = ys = yo + 0,25 F2(2,2, 0,25

2(0,5) =22 =2+10,25-2 _ [a(0,5) =22 =2,5
u(0,5) =19 =2+0,25-8 =



Dessa forma, chegamos que, pelo método de Euler:
z(0,5) =2,5

Vamos agora utilizar o método de Euler Modificade com passo b = 0, 5 para encontrarmos novamente a solugdo. O métedo
édada por:

Viri =W %:f(ri-yﬁ}'_«f[zi —hiy —hf{-'ﬁ;'zyf)}:

No nosso €aso, como estamos trabalhande com um sistema de ordem 2, realizamos 2 seguinte substituicio:

I flz,y) =y
{y" =gle.y) =4z
E o método de Runge-Kutta para sistemas de EDOs &

(241 =2 + g[f{m, i) + flex + hf(ze, u )i ve + holzs, ur))]

h .
[yk_] = ¥ + 5 9z, ue) + g(zx + hf (2, 30)s vr + h(ze, wi))]

Como gueremos z(0.5), e temos que b = 0,5 {ou sea, basta uma iteragdo), vamos trabalhar somente com a primeira
equacdo.

Sabendo que flr. y.) = u, obtemos:
Flog + hf(ze ue)iue + hglze, i) = v + halze, ue)
Substituindo as fungdes na expressdo de oy
T = Ty + % [k + s + ha(ze, vz
Agora substituinde gz, y) = 4a
Tpq =T + %:ka +h-day)
Juntando os termos semelhantes:

Ty = (1+ 2R%)zy, + hyy

Substituindo h = 0, 5:

Yk

[E=]

Tk+1 = E-Tk T

Realizando a iteracdo:

3 1
z(0.5) =2 = g0+ gh

=z(0,5) = z; =%-2—%-U
=z(0,5)=3
Por fim, precisames encontrar o valor a partir da soluc3o exata, que € dada por:
o(t) =¥ e
Substituindot = 0, 5:

z(0,5)=e' +e =308

Comparande todas as solugdes (o erro £ calculado pele mddulo da diferenca entre a solugdo numérica encontrada e a

exata):
Método Valor Erro
Euler 2,5 0,58
Euler Modificado 3 0,08
Exata 3,08 0




B

Interpole a funco z(t) = €2 + e % por um polinémio de grau menor ou igual a 3 nos pontost; =i-h,i=10,...,3,

h = 0,2, Use este polindmio para estimar o valor de x(0, 5) 2 estime o erro cometido. Compare sua estimativa com o erro
efetivamente cometido.

Dado: Formula do erro do polindmio interpolador:

) | max|fei)
E = |f(z) - Pulz) _W!Uum :ci}!,yl_ |, B]

& Esconder resposta

Para esse exercicio, precisamos interpolar a fungdo:
(t)=elt Lo M
Porum polindmio de grau 3 nos pontost; =t h,comtindodelaldeh =02

Para comecar, vamos montar uma tabela com os valores de t; 2 da fungdo no respectivo ponto:

L, 0 0,2 0.4 0,6

x(t;) A 2,1621 2,6749 36213

Agora precisamos aplicar algum método para interpelar a funcdo nesses pontos. Vamos utilizar o método de Lagrange. Que

& dado por:

Mo nosse caso, temos 4 pontos, entdo teremos uma soma de 4 termos. O terme L; &

e
L_;. _ z='i:4=_r

Il (t_f t,‘jl

1=l

0 simbolo ll representa o produtério.

Wamos calcularos termos L. Comecando com j = 0, teremos:

(t—t)(t—ta)(t—t)  (t—0.,2)(t— 0,4)(t 0,6)

BO= (t bt to)lto —t3) ~ (0 0,2)(0 0,4)(0 0.6)
L P12 40,44t 0,048
B 0,048
Paraj = 1
[ (t-t)t-t)(t-ts) _ (t-0)(t_0.4)(t0.6)

(t o)t~ ta)(t —t3) (0,2 0)(0,2-0,4)(0,2 - 0,6)



#2024t

Li=—"%7m
Seguindo, agora para j = 2
Lo (t—to)(t — t1)(t — t3) _ (t—0)(t—0,2)(¢t - 0,86)
T (ta —ty)(te —ty)(ta —t3) (0,4 0)(0,4-0,2)(0,4 - 0,6)
[, — £ 0.8+ 0,19
L 0,016
Por fim, para j = 3:
L= (t—fo)(t —t)(f—ta) _ (¢ —0)t—0,2)t-0,4)

© (ts —to)(ts — t1)(ts —t2) (0,6 - 0)(0,6 - 0,2)(0,6 - 0.4)

t5 0,662 £ 0,08t
0,048

L=

Tendo todos os valores de L;, podemos montar o polindmio:

P3(t) = x(ty) - Ly + a(ty) - Ly + x(ty) - Ly + x(t3) - Ly

Assim:

£ —1,2t* + 0.44t — 0,048 S —12+0,24¢ § 0,8 0,1 * — 0,6* + 0,08
Ps(t]=2(’ 1,21 ). 4 ”‘“J\)—Q,IGQI(I t ”4)—2,6749(t 0, 8¢ 0,]21‘)_3.6213( 0,6t — 0,08t

-, 048 0,016 —0,016

Colocando cada poténcia de z em evidéncia:

2, 16¢ 7 2 -9 4 -2 — 2 —2.17278
P =8 ( 2 2,1621  2,6749 3.6-13) g ( 2.4 2,1621 2,13992 2, lA..HS) i

—0,048 0,016 —0,016 0,048 0,048 0,016  —0,016 0,048

Lo 088 0518 03200 0,2397) .,
~0,048 7 0,016 T 0,006 ~ 0,048 ) 7 °

Realizando as somas das fragdes:
Py(t) =1, 72708t + 3,3475¢* - 0.0771¢ — 2
E chegamos a0 polindmio interpolador. Vamos calcularo valorde #(0, 5z
P;(0,5) = Ps(t) = 1,72708(0, 5)* + 3,3475(0.5)* + 0.0771(0,5) — 2=
= Ps(0,5) = 3,09131
O valorreal &
z(0,5) = 3,08616
Assim, estimamos que o erro é:
E = z(0,5) — P;{0,5) = 0,00514373

Mas, para obter um valor mais preciso do erro, podemos utilizar a formula do erro, que foi dada no enunciado e é:

0,048



A !

E|=|flz) - Pz} = [i"ll 1! 4 ] [[1‘ — 1;]| , onde y pertence ao intervalo trabalhado.
li=n0 |
Como, no nosso caso, n = 3, precisamaos comegar encontrando & derivada de ordem 4 da fungdo:
r(t) = — ¥

T'(t) = et — 2 X

() = 4e? —de ¥

x™(t) = 8 — 8e*
il () = 1662 + 16 2 = 16 (¥ + e )
Afungioe™ + e ¥ & crescente paratodo = - 0, entdo o valor méximo vai ocorrer no extremo direito do intervale. Loge:
max | f g} = fUEHD,6) = 16 (206 + 208 = 57, 04008

Colocando esse valor no restante da formula:

[, 94008

= T (0,5—0)(0,5—0,2)(0,5 - 0,4)(0,5 — 0,6)| =

= |E|=|-0,00362 =
E =10,00362

Resposta esperada: Polinémio interpolador: P (¢) = 1, T2708¢* + 3,3475¢% + 0.0771¢ + 2; P (0,5) = 3,09131; E = 0, 00362.



